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Los Cardinales de Georg Cantor

Pregunta:
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Cantor definio:
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Los Cardinales de Georg Cantor

Pregunta:

iHay mas sillas, o personas en
este auditorio?

Cantor definio:

Dos conjuntos tienen el mismo
cardinal (“tamafio”) si sus
elementos se pueden emparejar
de forma tal que no sobre
ninguno.

En términos matematicos:
... si existe una funcién biyectiva
entre los dos conjuntos.

1845 - 1918
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Pregunta 1: jSon del mismo tamano?
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{1,2,3,4,..} y  {0,1,2,3,4...}
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Pregunta 1: jSon del mismo tamano?
{1,2,3,4,..} y  {0,1,2,3,4...}

iSI!

1 2 3 4 5
0 1 2 3 4
Comentarios:

» jTienen el mismo cardinal aunque parece que uno es mas
grande que el otro!
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Pregunta 1: jSon del mismo tamano?

{1,2,3,4,..} y  {0,1,2,3,4...}

iSI! 1 9 3 4 5
0 1 2 3 4
Comentarios:

» jTienen el mismo cardinal aunque parece que uno es mas
grande que el otro!
» El emparejamiento se puede escribir como una funcién:

Fn)=n—1

» El hotel infinito....
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Pregunta 2: jSon del mismo tamano?

Naturales = {1,2,3,...} Yy Pares = {2,4,6,8,10,...}
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Pregunta 2: jSon del mismo tamano?

Naturales = {1,2,3,...} Yy Pares = {2,4,6,8,10,...}
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Pregunta 2: jSon del mismo tamano?

Naturales = {1,2,3,...} Yy Pares = {2,4,6,8,10,...}

Sy 2 3 4 5 ?
2 4 6 8 10 4
Comentarios:

» jTienen el mismo cardinal aunque parece que uno es mas
grande que el otro!

» El emparejamiento se puede escribir como una funcién:
f(n)=2xn
» El hotel infinito....
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Pregunta 3: j Son del mismo tamafo?
» Naturales = {1,2,3,...}

» Enteros ={...,—2,—-1,0,1,2,3,...} (infinito en ambas
direcciones)
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Pregunta 3: j Son del mismo tamafo?
» Naturales = {1,2,3,...}
» Enteros ={...,—2,—-1,0,1,2,3,...} (infinito en ambas
direcciones)

iSI!
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Pregunta 3: j Son del mismo tamafo?
» Naturales = {1,2,3,...}
» Enteros ={...,—2,—-1,0,1,2,3,...} (infinito en ambas

direcciones)

iSIE D 3 4 5 103
0 1 -1 2 -2 ?
Comentarios:

» jTienen el mismo cardinal aunque parece que uno es mas
grande que el otro!
» Tarea: El emparejamiento se puede escribir como una funcién

fln) =77
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Pregunta 4: jSon del mismo tamano?
» Naturales = {1,2,3,...}

» Puntos en el plano con coordenadas enteras:
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Pregunta 4 jSon del mismo tamafio?
» Naturales = {1,2,3,...}
» Puntos en el plano con coordenadas enteras:

Respuesta: Sl! A RETO: Encontrar la férmula
(-1,1) (2,1)
ji [ ] [ ]
(47 _2)

Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014 7/ 32



Pregunta 5: j Son del mismo tamano?
» N = Naturales = {1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones, por ejemplo 2/3,
—134/67)
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Pregunta 5: jSon del mismo tamafo?
» N = Naturales = {1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones, por ejemplo 2/3,
—134/67)

Respuesta

iSil

i Tienen el mismo cardinal!
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i Todos los conjuntos tienen el mismo
Cardinal?
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i Todos los conjuntos tienen el mismo
Cardinal?

Cantor: jNO!
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El argumento de la diagonal de Cantor

Cantor: El Cardinal de [0, 1] (los ndmeros reales entre 0y 1) es
mayor que el cardinal de los niimeros Naturales N.
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El argumento de la diagonal de Cantor

Cantor: El Cardinal de [0, 1] (los ndmeros reales entre 0y 1) es
mayor que el cardinal de los niimeros Naturales N.

» Primero: El cardinal de N es menor o igual que el cardinal de
[0, 1].
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El argumento de la diagonal de Cantor

Cantor: El Cardinal de [0, 1] (los nimeros reales entre 0 y 1) es
mayor que el cardinal de los nimeros Naturales N.

> Primero: El cardinal de N es menor o igual que el cardinal de
[0, 1]. Por ejemplo:
1 ——» 0,1

2 —» 0,2

3 ——» 0,3

546 ———» 0,546
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El argumento de la diagonal de Cantor

Cantor: El Cardinal de [0, 1] (los nimeros reales entre 0 y 1) es
mayor que el cardinal de los nimeros Naturales N.

> Primero: El cardinal de N es menor o igual que el cardinal de
[0, 1]. Por ejemplo:
1 ——» 0,1

2 —» 0,2

3 ——» 0,3

546 ———» 0,546

> Luego
Cardinal de N < Cardinal de [0, 1]
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El argumento de la diagonal de Cantor

Cantor: El Cardinal de [0, 1] (los nimeros reales entre 0 y 1) es
mayor que el cardinal de los nimeros Naturales N.

> Primero: El cardinal de N es menor o igual que el cardinal de
[0, 1]. Por ejemplo:
1 ——» 0,1

2 —» 0,2

3 ——» 0,3

546 ———» 0,546

> Luego
Cardinal de N < Cardinal de [0, 1]

» Cantor mostré que no pueden ser iguales con el argumento de
la diagonal.
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El argumento de la diagonal de Cantor

» Sélo nos toca mostrar que los cardinales no son iguales.
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El argumento de la diagonal de Cantor

» Sélo nos toca mostrar que los cardinales no son iguales.

» Supongamos que Sl son iguales (si llegamos a un absurdo,
isignifica que no pueden ser iguales!).
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El argumento de la diagonal de Cantor

» Sélo nos toca mostrar que los cardinales no son iguales.

» Supongamos que Sl son iguales (si llegamos a un absurdo,
isignifica que no pueden ser iguales!).

» Si asumimos que son iguales los cardinales, entonces hay un
emparejamiento entre los elemento de los conjuntos. Por
ejemplo:

] «=—» 0,14141414141...

2 «=— (0,03390000000...
3 «=—» (0,70000035011...
4

<+«—» 0,14159265359...

» Cantor nos muestra como construir un ndmero que no estd en
el emparejamiento....
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El argumento de la diagonal de Cantor

] «—>» (0,14141414141...
2 «— 0,03390000000...
3 «— (0,70000035011...
4 «—» 0,14159265359...

Construimos un nimero que no sale en la lista asi:
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El argumento de la diagonal de Cantor
1l «<—» (0,14141414141...
2 «—» (0,03390000000...
3 «=—» (0,70000035011...
4 «+—» (0,14159265359...

Construimos un nimero que no sale en la lista asi:

> Elegimos el primer decimal distinto al del primer nimero.
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El argumento de la diagonal de Cantor

1

2
3
4

<>

<>

<>

<>

0,14141414141...
0,03390000000...
0,70000035011...
0,14159265359...

Construimos un nimero que no sale en la lista asi:

> Elegimos el primer decimal distinto al del primer nimero.

» Elegimos el segundo decimal distinto al del segundo ndmero.
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El argumento de la diagonal de Cantor

] «—>» (0,14141414141...
2 «— 0,03390000000...
3 «— (0,70000035011...
4 «—» 0,14159265359...

Construimos un nimero que no sale en la lista asi:
> Elegimos el primer decimal distinto al del primer nimero.
» Elegimos el segundo decimal distinto al del segundo ndmero.
» Elegimos el tercer decimal distinto al del tercer nimero.
> etc.

Por ejemplo:
0,3516...
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El argumento de la diagonal de Cantor

] «—» (0,14141414141...
2 «— 0,03390000000...
3 «— (0,70000035011...
4 «—» (0,14159265359...

0,3516. ..

iEl nidmero azul no sale en la lista!
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El argumento de la diagonal de Cantor

] «—» (0,14141414141...
2 «— 0,03390000000...
3 «— (0,70000035011...
4 «—» (0,14159265359...

0,3516. ..

iEl nidmero azul no sale en la lista!

» Es distinto al nimero emparejado con 1, porque el primer
decimal es distintos.
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El argumento de la diagonal de Cantor
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4 «—» (0,14159265359...

0,3516. ..

iEl nidmero azul no sale en la lista!

» Es distinto al nimero emparejado con 1, porque el primer
decimal es distintos.

» Es distinto al nimero emparejado con 2, porque el segundo
decimal es distinto.
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El argumento de la diagonal de Cantor

] «—» (0,14141414141...
2 «— 0,03390000000...
3 «— (0,70000035011...
4 «—» (0,14159265359...

0,3516. ..

iEl nidmero azul no sale en la lista!

» Es distinto al nimero emparejado con 1, porque el primer
decimal es distintos.

» Es distinto al nimero emparejado con 2, porque el segundo
decimal es distinto.

> ..etc.
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El argumento de la diagonal de Cantor

1] «=—» (0,14141414141...
2 «=— 0,03390000000...
3 «=— 0,70000035011...
4 «—» (0,14159265359...

0,3516...
» jPero esto no tiene sentido! Se supone que todos los nimeros

estaban emparejados. {El nimero 0,3516. .. deberia estar
emparejado!
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El argumento de la diagonal de Cantor

1] «=—» (0,14141414141...
2 «=— 0,03390000000...
3 «=— 0,70000035011...
4 «—» (0,14159265359...

0,3516. ..

» jPero esto no tiene sentido! Se supone que todos los nimeros
estaban emparejados. {El nimero 0,3516. .. deberia estar
emparejado!

» Esta contradiccién muestra que el emparejamiento no podia
existir en un principio.
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El argumento de la diagonal de Cantor

Lo mas importante es lo siguiente:
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El argumento de la diagonal de Cantor

Lo mas importante es lo siguiente:

» Lo mismo se puede hacer con cualquier emparejamiento que
nos den que pretende ser completo...siempre vamos a poder
construir un nimero que no estd en esa lista con la misma

estrategia.
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El argumento de la diagonal de Cantor

Lo mas importante es lo siguiente:

» Lo mismo se puede hacer con cualquier emparejamiento que
nos den que pretende ser completo...siempre vamos a poder
construir un nimero que no estd en esa lista con la misma
estrategia.

» Es decir, no puede existir ninglin emparejamiento entre los
nimeros naturales N y los nlimeros reales entre O y 1.
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El argumento de la diagonal de Cantor

Lo mas importante es lo siguiente:

» Lo mismo se puede hacer con cualquier emparejamiento que
nos den que pretende ser completo...siempre vamos a poder
construir un nimero que no estd en esa lista con la misma
estrategia.

» Es decir, no puede existir ninglin emparejamiento entre los
nimeros naturales N y los nlimeros reales entre O y 1.

» En otras palabras, los cardinales de los dos conjuntos no
pueden ser iguales.
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El argumento de la diagonal de Cantor

Lo mas importante es lo siguiente:

» Lo mismo se puede hacer con cualquier emparejamiento que
nos den que pretende ser completo...siempre vamos a poder
construir un nimero que no estd en esa lista con la misma
estrategia.

» Es decir, no puede existir ninglin emparejamiento entre los
nimeros naturales N y los nlimeros reales entre O y 1.

» En otras palabras, los cardinales de los dos conjuntos no
pueden ser iguales.

iHay mas de un infinito!

Cardinal de N < Cardinal de [0, 1]
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1

> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1

> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2

iSI!
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1
> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2
iSI! o

N~
\ NS
0 v ~o > 1
— > = »
\ N \\ g
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\ N ~
0 \ NN N 2
o - C =0 >

» El emparejamiento también se puede escribir como una
funcién:
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1

> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2

iSI!
lS QQ\\
\\\\
NN S
0 \ \\ ~o 1
L e - =
\ N ~ =
N S~ o
\ Ny N
\ N ~ 9
0 \ \\ \\\
L g & & 9 !

» El emparejamiento también se puede escribir como una
funcién:

para ir de [0, 1] a [0, 2].
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1

> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2

iSI!
lS QQ\\
\\\\
NN S
0 \ \\ ~o 1
L e - =
\ N ~ =
N S~ o
\ Ny N
\ D ~ 2
0 \ \\ \\\
L g & & 9 !

» El emparejamiento también se puede escribir como una
funcién:

f(x) =2z

para ir de [0,1] a [0,2]. Y para ir en el sentido opuesto:
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Pregunta 5 j Tienen el mismo cardinal?
» [0, 1]: Todos los niimeros reales entre 0y 1
> [0,2]: Todos los niimeros reales entre 0 y 2
iSI!

y

» El emparejamiento también se puede escribir como una

funcidn:
fz) =22
para ir de [0,1] a [0,2]. Y para ir en el sentido opuesto:
X
g\r) =3
() =3
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El Cardinal de continuo

» En general, cualquier intervalo [a, b] tiene el mismo cardinal
que [0,1]. RETO: !Escribir las funciones!
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El Cardinal de continuo

» En general, cualquier intervalo [a, b] tiene el mismo cardinal
que [0,1]. RETO: !Escribir las funciones!

» Incluso, jel conjunto de todos los niimeros reales R tiene el
mismo cardinal que [0, 1]!
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El Cardinal de continuo

» En general, cualquier intervalo [a, b] tiene el mismo cardinal
que [0, 1]. RETO: !Escribir las funciones!

» Incluso, jel conjunto de todos los niimeros reales R tiene el
mismo cardinal que [0, 1]!

> A este Cardinal se le llama el Cardinal del continuo.

Cardinal del continuo

= Cardinal de R
= Cardinal de cualquier intervalo [a, ]
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El Cardinal de continuo

» En general, cualquier intervalo [a, b] tiene el mismo cardinal
que [0,1]. RETO: !Escribir las funciones!

» Incluso, jel conjunto de todos los niimeros reales R tiene el
mismo cardinal que [0, 1]!
> A este Cardinal se le llama el Cardinal del continuo.

Cardinal del continuo
= Cardinal de R
= Cardinal de cualquier intervalo [a, ]

Este Cardinal es estrictamente mayor que el Cardinal de los
ndmeros naturales N = {1,2,3,...}

Cardinal de N < Cardinal de R
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El Cardinal de continuo
iEl emparejamiento entre (—90,90) y R esta en sus calculadoras!

ylk

y = tan(x)

\J

—90 90 -

|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
1
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1

|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
1
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
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El Cardinal de continuo
iEl emparejamiento entre (—90,90) y R esta en sus calculadoras!

A

Y

y = tan(z)
b = tan(a)

a = arctan(b)

v

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
|
1 90 .
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

!
|
1
!
|
1
!
|
1
!
|
|
—901
1
!
|
1
!
|
1
!
|
1
!
|
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.

» Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.
» Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.

» Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.
» Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.
» Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!

» Es decir,

iHay infinitos infinitos!
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.

v

Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.

v

Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!

» Es decir,

iHay infinitos infinitos!

v

El siguiente Cardinal después de Ny:
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.

v

Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.

v

Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!

» Es decir,

iHay infinitos infinitos!

v

El siguiente Cardinal después de Ngp:  Nj.
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.

» Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.

» Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!
» Es decir,

iHay infinitos infinitos!

» El siguiente Cardinal después de Ny:  Nj.
» Los Cardinales infinitos:

Nog < Np <Ny < N3 <.

iSigue sin parar!
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Los Cardinales: Los Alephs

» El Cardinal de los nimeros naturales:  Nj.
» Este es Cardinal infinito “mds pequefo”.
» Cantor: jSiempre hay un siguiente cardinal mas grande!
» Es decir,
iHay infinitos infinitos!

» El siguiente Cardinal después de Ny:  Nj.
» Los Cardinales infinitos:

Nog < Np <Ny < N3 <.

iSigue sin parar!
» Mads adelante seguimos con esto....
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La Hipotesis del Continuo
Pregunta de Cantor:

El Cardinal del continuo (de los nimeros reales) debe ser un N_.
; Cual?
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La Hipotesis del Continuo

Pregunta de Cantor:

El Cardinal del continuo (de los nimeros reales) debe ser un N_.
; Cual?

> i Es Ny 7
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La Hipotesis del Continuo

Pregunta de Cantor:

El Cardinal del continuo (de los nimeros reales) debe ser un N_.
; Cual?

> i Es Ny 7
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La Hipotesis del Continuo

Pregunta de Cantor:
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; Cual?
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La Hipotesis del Continuo

Pregunta de Cantor:

El Cardinal del continuo (de los nimeros reales) debe ser un X
; Cual?

» j Es Ny ? (?
> ('_ESNQ()?

> i Es V30000 7
» Cantor pensaba que era N;.

» Cantor nunca logrd responder su pregunta.... esto le
causé ataques de depresién a lo largo de la vida.
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La Hipotesis del Continuo

Pregunta de Cantor:

El Cardinal del continuo (de los nimeros reales) debe ser un N_.
; Cual?

» j Es Ny ? (?
> ('_ESNQ()?

[ ]
> ; Es N3gp00 ?

» Cantor pensaba que era N;.

» Cantor nunca logrd responder su pregunta.... esto le
causé ataques de depresién a lo largo de la vida.

» En 1963 (45 afios después de la muerte de Cantor) el
matemdtico Paul Cohen mostré que no hoy respuesta a la
pregunta de Cantor.
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La Hipotesis del Continuo

i Cudl N es el cardinal de los nimeros reales?

iNo hay respuesta!

...No es que no sepamos cudl es la respuesta todavia...
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La Hipotesis del Continuo

i Cudl N es el cardinal de los nimeros reales?

iNo hay respuesta!

...No es que no sepamos cudl es la respuesta todavia...

iNO HAY RESPUESTA!

» Las matematicas no nos dan la respuesta. jNo son absolutas!
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La Hipotesis del Continuo

i Cudl N es el cardinal de los nimeros reales?

iNo hay respuesta!

...No es que no sepamos cudl es la respuesta todavia...

iNO HAY RESPUESTA!

» Las matematicas no nos dan la respuesta. jNo son absolutas!

» Podemos elegir cual es la respuesta..., pero cada una
determina “matemdticas” distintas.
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PAUSA ACTIVA
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Los Ordinales

Un juego:

» ;Cudl es el nimero natural mas grande?
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Los Ordinales

Un juego:

» ;Cudl es el nimero natural mas grande?

> jUno siempre puede decir un niimero mas grande!
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Los Ordinales

Un juego:

» ;Cudl es el nimero natural mas grande?
> jUno siempre puede decir un niimero mas grande!

» Cantor no paré donde todos paramos....
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Los Ordinales

1,2,3,4,5, ...
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+1
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Los Ordinales

1,2,3,4,5, ..., w,w+1l, w+2
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l,w+2, w+3, ...
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Los Ordinales
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
w-24+1, w-24+2, w-2+3, ...
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
w-24+1,w-24+2, w-24+3,...,w-3

Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014 25 / 32



Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
w-24+1,w-24+2, w-24+3, ..., w-3,w-3+1, w-34+2, ...
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
+1, w- 2+2w 243, ..., w3, w-3+1, w-3+2, ...,

w2
w-4
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
+1l, w242, w-24+3, ..., w-3,w-3+1, w-3+2, ...,

w2
w-4d,...,w-b
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
+1l, w242, w-24+3, ..., w-3,w-3+1, w-3+2, ...,

w2
w-4d,...,w-5,
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
+1l, w242, w-24+3, ..., w-3,w-3+1, w-3+2, ...,

w2
w-4d,. .., w-d,. ..., ww
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Los Ordinales

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w-4, ,w-H ‘W= w2
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
+1, w-24+2, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,

w2
w-4d,...,w-5, cwi=w? w1 w42,
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
w241, w- 2+2w2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w-4d,...,w-b, cwi=w? w4 W42, Wt w
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w2+ 242, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w-4d,...,w-5, cwi=w? w41, w42, Wt w,
w2+w+1,...,w +w 2
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1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w2+ 242, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w2+ 242, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w-4d,...,w-5, cwi=w? w41 W42, WPt w
w2—|—w—|—1,...,w +w 2,...,w2—|—w2
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w2+ 242, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w-4d,...,w-5, cwi=w? w41 W42, WPt w
w2—|—w—|—1,...,w +w 2, Wt w?i=w?2
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Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,

w2242 ., w24 w, ..., w23, ..
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Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,

w2242 . W 24w, . ., w23, W
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242, ., w 24w, ., w3 W W Wl
W
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,

w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w

w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,

w2242, ., w 24w, ., w3 W W Wl
LW w?
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242, ., w 24w, ., w3 W W Wl
LW W w1,
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242, ., w 24w, ., w3 W W Wl
LW W w4, w2
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
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Los Ordinales

1, 2, 3, 4,5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
W242, w24 w, w3, W W L W
LW W W, W W e, W,
w-4 w-5
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Los Ordinales

1, 2, 3, 4,5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
W242, w24 w, w3, W W L W
LW W W, W W e, W,
w-4 w-5 'wwg
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Los Ordinales

5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w2 ,Wwe2+2, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
W2 242, w24 w, w3 W W W
LW W W, W W e, W,

. . 2 2
ww4,”_ ww5_”'ww ,ww +1, ...
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Los Ordinales

5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w2 ,Wwe2+2, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
W2 242, w24 w, w3 W W W
LW W W, W W e, W,

. . 2 2 3
ww4,”_ ww5_”'ww ,ww +1'___,ww
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Los Ordinales

5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w2 ,Wwe2+2, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,

. ) 2 2 3 Wt
W Wt W W L, W W,
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Los Ordinales

5, ,w,wtl,w+2,w+3, ... wtw=w- 2,
w2 ,Wwe2+2, w- 2+3 , w3, w-3+1,w-3+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,

. . 2 2
W Wt W W L W W

w
g>
S
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,
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w41,
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Los Ordinales
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
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Los Ordinales

1,2,3,4,5 ..., w,w+l, w+2, w+3,..., wtw=w-2,
1, w-

w24+ 242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,
w-4 ' w-H __'wwgywwz_’_l'_“, w3, 'w4,_”,ww“'
w41, ,w‘”ww, ,w‘”ww ,
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Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,
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w41, ,w‘”ww, ,w‘”ww , ,w‘”ww
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Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,
w-4 ' w-H __'wwgywwz_’_l'_“, w3, 'w4,_”,ww“'
w41, ,w‘”ww, ,w‘”ww , ,w‘”ww =€

Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014 25 / 32



Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
w241, w-242, w- 2+3 y w3, w341, w-34+2, ...,
w4 ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w
w2 —l—w—l—l,...,w +w 2,...,w2—|—w2 ::w2-2,w2-2—|—1,
w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWl W W+, L, w2 “’2—1—1 o “’3,...,,
ww-4,”_'ww-5”_'ww2,ww2+1'___, w3, 'w4,_”,ww“'
wv +1 "wa, ,w‘”ww , ,w‘”ww =e9,0+1
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Los Ordinales

1,2, 3,45, ..., w,w+l,w+2,w+3,...  wtw=w-2,
241, w242, w- 2+3 , w3, w-3+1, w-3+2,
-4, ,w-H cwi=w? w41 W42, WPt w

w2 —l—w—l—l,...,w +w-2,...,w2—|—w2::w2-2,w2-2+1,

w2242 ., w24 w, ..., w23, . L w41, Wl
LWh W WY, L, we? “’2—1—1 o “’3,...,,
wed L w“"5...,ww2,w“2—|—1,..., ”3, LW W

g>

W T, W Wt W
c0+2,...,60+w,

.. etc.
» Los Ordinales nos sirven para establecer un ORDEN. Son para
contar, y no para ver tamafos.
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Los Ordinales representan ordenes

oo, . — W

eee0e... 0 = w+1

0000 .. .00 = 2
0000, .. . 000... = wWHw
Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014
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De los Ordinales a los Cardinales

w"

1<2<..w<wtl...<w’<...<egp=w" <e+l<...

Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014 27 / 32



De los Ordinales a los Cardinales

w"

1<2<..w<wtl...<w’<...<egp=w" <e+l<...

RETO: jEl cardinal de todos estos es el cardinal de los naturales!
(el cardinal de N).
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De los Ordinales a los Cardinales

W'

1<2<..w<wtl...<w’<...<egp=w" <e+l<...

RETO: jEl cardinal de todos estos es el cardinal de los naturales!
(el cardinal de N). Por ejemplo:

» Que w y w+ 1 tienen el miso cardinal es lo que vimos que
{1,2,3,4,...} Y {0,1,2,3,4...}

tienen el mismo cardinal (que es ).
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De los Ordinales a los Cardinales

1<2<...w<wtl...<w’<...<egyp=w"

<ept+l<...

RETO: jEl cardinal de todos estos es el cardinal de los naturales!

(el cardinal de N). Por ejemplo:

» Que w y w+ 1 tienen el miso cardinal es lo que vimos que

{1,2,3,4,..} vy {0,1,2,3,4..}

tienen el mismo cardinal (que es ).

> w + w tiene el mismo cardinal de w:
[ ] [ ] L] [ ] [ ] L] o - -
[ ] [ ] L] [ ] [ ] L] ® -

esto es lo mismo que vimos que {1,2,3,...} y

{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} tienen el mismo cardinal.
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De los Ordinales a los Cardinales

1<2<...w<wtl...<w’<...<egyp=w"

(el cardinal de N). Por ejemplo:

» Que wy w+ 1 tienen el miso cardinal es lo que vimos que

{1,2,3,4,..} vy {0,1,2,3,4...}

tienen el mismo cardinal (que es Ry).

» w + w tiene el mismo cardinal de w:
[ ] [ [ ] [ ] [ [ ] e -
[ ] [ [ ] [ ] [ [ ] e -

esto es lo mismo que vimos que {1,2,3,...} y

{...,=3,-2,-1,0,1,2,3,...} tiene el mismo cardinal.
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Los Alephs

Los Cardinales son lo Ordinales que no se pueden emparejar con
sus antecesores.

» N := w (el Cardinal de los ndmeros naturales 1,2, 3, ..

» Ny := el primer Ordinal que no se puede emparejar con Yy
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Los Alephs

Los Cardinales son lo Ordinales que no se pueden emparejar con
sus antecesores.

» N := w (el Cardinal de los ndmeros naturales 1,2, 3, ..

» Ny := el primer Ordinal que no se puede emparejar con Yy
(sabemos que con el juego de sumar 1 nunca lo vamos a
alcanzar, pero también sabemos que muy, muy, muy adelante
estd)
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Los Alephs

Los Cardinales son lo Ordinales que no se pueden emparejar con
sus antecesores.

» N := w (el Cardinal de los ndmeros naturales 1,2, 3, ..

» Ny := el primer Ordinal que no se puede emparejar con Yy
(sabemos que con el juego de sumar 1 nunca lo vamos a

alcanzar, pero también sabemos que muy, muy, muy adelante
estd)

» Ny := El primer Ordinal que no se puede emparejar con ¥y
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Los Alephs...de nuevo

Ng < Np <Ny <Ng < ... < Nyggog <...
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Los Alephs...de nuevo

Nog <Ny <Ny < Ng <00 < Nyggg < ...< N,
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

<...<Nw+1000<...
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < Ny = Ny
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... <Nw2<Nw2+1<"'
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... <Nw2<Nw2+1<"'<N€o
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... <Nz < Vo <0 <Ny <Ll
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... SN2 < Vo <0 <Ny <l
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... N2 < N2y <ol <Ny <ol
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < Ny = Npo <ol < N3 <
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny

< NNH—l < NN1+2 < ...
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny

<NR 41 < Vg2 <oon <Ny << Ny <L
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo

< < N1000 < v e e e < N = Npg < ool <Ny <L

......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny

<NN1+1<NN1+2<...<NN2<...<NN3<...<NNw
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Los Alephs...de nuevo
Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny

<NN1+1<NN1+2<...<NN2<...<NN3<...<NNw :NNNO
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 <...

Enrique Acosta Jaramillo Escuela Nacional de Instructores SENA Julio 2014 30 / 32



Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

<NNN0+1 <NNNO+2<...<...
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNNOH < NNNO+2 < <.
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNNOH < NNNO+2 < o<
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< NN%
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< NN%
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< NN%

co <Ny, (Rp veces) < ...
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< NN%

S <Ny, (Rpveces) < ... <Ry, (N veces) < ...
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< NN%

S <Ny, (Rpveces) < ... <Ry, (N veces) < ...

e SIEMPRE.
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Los Alephs...de nuevo

Ng <Ny <Ng < N3 <. < Nyggp < ... <N, < Npp1 < Nyyo
< < Rug1000 < e e e < N = Npg < ool <Ny <L
......... SN2 < Vo <0 <Ny <l < Ny
<NR 41 < Vg <oon <Ny <o < Ny <L < Ny :NNNO

< NNN0+1 < NNNO+2 < <o < NNNI <...< N%

S <Ny, (Rpveces) < ... <Ry, (N veces) < ...

e SIEMPRE.

Esta cadena de infinitos es mas larga que cualquier infinito....
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Mas Informacién

» Introduction to set Theory, Thomas Jech and Karel Hrbacek.
» Set Theory, Thomas Jech.
> Set Theory, Kenneth Kunen.
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Pregunta 5 j Son del mismo tamafio?
» N = Naturales ={1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones)
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Pregunta 5 j Son del mismo tamafio?

» N = Naturales ={1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones)
Solucién

» Comenzamos con

Cardinal de N < Cardinal de Q
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Pregunta 5 j Son del mismo tamafio?

» N = Naturales ={1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones)
Solucién

» Comenzamos con

Cardinal de N < Cardinal de Q

» Pero de cada punto del plano con coordenadas enteras
podemos sacar una fraccién:

(a,b) o — » %
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Pregunta 5 j Son del mismo tamafio?
» N = Naturales ={1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones)
Solucién
» Comenzamos con
Cardinal de N < Cardinal de Q

» Pero de cada punto del plano con coordenadas enteras
podemos sacar una fraccién:
a
(a,b) o ———p 5
> Luego, el cardinal de Q es menor que el cardinal de los puntos
en el plano con coordenadas enteras, que sabemos que es
igual al de N!
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Pregunta 5 j Son del mismo tamafio?
» N = Naturales ={1,2,3,...}

» Q = Los ndmeros racionales (las fracciones)
Solucién
» Comenzamos con
Cardinal de N < Cardinal de Q

» Pero de cada punto del plano con coordenadas enteras
podemos sacar una fraccién:

(a,b) o — » %

> Luego, el cardinal de Q es menor que el cardinal de los puntos
en el plano con coordenadas enteras, que sabemos que es
igual al de N!

» jTienen el mismo cardinal!
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