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Fibras Genéricas

Sean V y W dos variedades y o : V. — W un morfismo.
B | afibrade o sobre P € W: o7 !(P).
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Fibras Genéricas

Sean V y W dos variedades y o : V. — W un morfismo.

B | afibrade o sobre P € W: o7 !(P).

B Vy W se pueden ver como esquemas y o como un morfismo de
esquemas.

B A |as fibras de o se les puede dar estuctura de esquema.

Tetraedros Racionales — p.2/30



Fibras Genéricas

Sean V y W dos variedades y o : V. — W un morfismo.
B | afibrade o sobre P € W: o7 !(P).

B Vy W se pueden ver como esquemas y o como un morfismo de
esquemas.

B A |as fibras de o se les puede dar estuctura de esquema.

B S|V y W son afines, sus esquemas asociados son Spec A(V) y
Spec A(W).
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Fibras Genéricas

Sean V y W dos variedades y o : V. — W un morfismo.
B | afibrade o sobre P € W: o7 !(P).

B Vy W se pueden ver como esquemas y o como un morfismo de
esquemas.

B A |as fibras de o se les puede dar estuctura de esquema.

B S|V y W son afines, sus esquemas asociados son Spec A(V) y
Spec A(W).

B Spec A(W) tiene mas puntos que W.
¢ Por ejemplo (0) € Spec A(W).
¢ (0) es denso en spec A(W).
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Fibras Genéricas

Sean V y W dos variedades y o : V. — W un morfismo.
B | afibrade o sobre P € W: o7 !(P).

B Vy W se pueden ver como esquemas y o como un morfismo de
esquemas.

B A |as fibras de o se les puede dar estuctura de esquema.

B S|V y W son afines, sus esquemas asociados son Spec A(V) y
Spec A(W).

B Spec A(W) tiene mas puntos que W.
¢ Por ejemplo (0) € Spec A(W).
¢ (0) es denso en spec A(W).

B | 5 fibra de o sobre (0): Una fibra que "habla por todas"...Ia fibra
geneérica.
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Fibras Genéricas

Sea V' una hipersuperficie en A} con coordenadas z, ..., x, definida
por f = 0 donde f ¢ k[x,|. Sea o la proyeccion

o:(T1,...,2,) — Ty,
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Fibras Genéricas

Sea V' una hipersuperficie en A} con coordenadas z, ..., x, definida
por f = 0 donde f ¢ k[x,|. Sea o la proyeccion

o:(T1,...,2,) — Ty,
B | afibra genérica de o es
Spec k(xn)|T1, .-, xn_1]/(f).

B Es decir, la hipersuperficie definida por f en A" ! sobre el campo
k(x,).
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Fibras Genéricas

Sea V' una hipersuperficie en A} con coordenadas z, ..., x, definida
por f = 0 donde f ¢ k[x,|. Sea o la proyeccion

o:(T1,...,2,) — Ty,
B | afibra genérica de o es
Spec k(xn)|T1, .-, xn_1]/(f).

B Es decir, la hipersuperficie definida por f en A" ! sobre el campo
k(x,).

B | 0s puntos en la fibra genérica se “especializan" a puntos en casi
todas las fibras.
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Fibras Genéricas

Sea V' una hipersuperficie en A} con coordenadas z, ..., x, definida
por f = 0 donde f ¢ k[x,|. Sea o la proyeccion

0:(T1,...,%pn) > Ty,
B | afibra genérica de o es

Spec k(xn)|T1, .-, xn_1]/(f).
B Es decir, la hipersuperficie definida por f en A" ! sobre el campo

B | 0s puntos en la fibra genérica se “especializan" a puntos en casi
todas las fibras.

B Hay una correspondencia entre:

Puntos en la fibra

, . «— > I
genérica Secciones de ¢
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Fibras Genéricas - Ejemplo

V22 =a% —y° o V — Al

(x,y,2) — z.
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Fibras Genéricas - Ejemplo

V22 =22y o V — Al
(Qf, ya Z) = <.
Fibra genérica: Spec k(z)[z,y]/ (% — 22 + y?)

Es decir, la curva en A* sobre el campo k(z) definida por la
misma ecuacion.
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Fibras Genéricas - Ejemplo

V22 =a% —y° o V — Al

(x,y,2) — z.

Fibra genérica: Spec k(z)[z,y]/ (% — 22 + y?)

Es decir, la curva en A* sobre el campo k(z) definida por la
misma ecuacion.

Ejemplos de puntos en la fibra genérica:

(2,0)
P, = (=20)
(5z/3 42/3)
P, — ((z +1) 227 )

221 "22-1
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El volumen de un tetraedro

B E| volumen de un tetraedro esta dado por:

1
V=-A-h
3

donde A es el area de la base y h es la altura.
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El volumen de un tetraedro

B E| volumen de un tetraedro esta dado por:

1
V=-A-h
3

donde A es el area de la base y h es la altura.
B Relacion entre el volumen y los lados:
(12V)? = (a* + d*)(—a*d® + b*e* + f?) +
(b + e*)(a®d* — b%e* + c* f?) +
(c? + fH)(a®d® + b%e* — * f?) —
a26202 - a2e2f2 - b2d2f2 _ 2d2e2.
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El volumen de un tetraedro

B E| volumen de un tetraedro esta dado por:

1
V=-A-h
3

donde A es el area de la base y h es la altura.

B Relacion entre el volumen y los lados:

(12V)? = (a* + d*)(—a*d® + b*e* + f?) +
(b + e*)(a®d* — b%e* + c* f?) +
(c? + fH)(a®d® + b%e* — * f?) —
a262 2 a2e2f2 - b2d2f2 24202
B Tetraedro Racional: Tetraedro con lados y volumen racionales.
B soluciones racionales a la ecuacion?
B No toda solucion racional es un tetraedro.

Tetraedros Racionales — p.5/30



La naturaleza de la ecuacion

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—C2f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.
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La naturaleza de la ecuacion

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—C2f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.

B Es homogénea en cierto sentido:
Si (a,b,c,d, e, f,V) es solucion, entonces

(ka, kb, ke, kd, ke, kf, k3V)

es solucion.
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La naturaleza de la ecuacion

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—C2f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.

B Es homogénea en cierto sentido:
Si (a,b,c,d, e, f,V) es solucion, entonces

(ka, kb, ke, kd, ke, kf, k3V)

es solucion.

B Es natural identificar estas soluciones como una sola;:

a:b:c:d:e: f:V]
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La naturaleza de la ecuacion

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—C2f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.

m gy =12V
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Geometria Algebraica

Tl (a2 —|—d2)(_ 242 4 p2e2 —|—62f2) 4 (b2 +e2)(a2d2 _ p2e2 _|_sz2) n
(¢ + f2)(a*d® + b°e® — 2 f?) — a®b’c? — a®e* f* — b*d* f* — *d’e?.
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Geometria Algebraica

y2 _ (a2+d2)(—a2d2—|—b262—|-62f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|—62f2)—|—
(62+f2)(a2d2—|—b262 —C2f2) —a2b202 —a262f2 —b2d2f2 —62d262.

B Define una variedad proyectiva con pesos:
X: y*=F(ab,cd,e,f)

con F homogeneo de grado 6.

Tetraedros Racionales — p.8/30



Geometria Algebraica

Tl (a2 —|—d2)(_ 242 4 p2e2 —|—62f2) 4 (b2 +e2)(a2d2 _ p2e2 _|_sz2) n
(¢ + f2)(a*d® + b°e® — 2 f?) — a®b’c? — a®e* f* — b*d* f* — *d’e?.

B Define una variedad proyectiva con pesos:
X: y*=F(ab,cd,e,f)

con F homogeneo de grado 6.

B (a,b,c.d e, f,y)Y (ka, kb ke, kd, ke, kf, k’y) son el mismo punto en
la variedad.:
a:b:c:d:e: f:y]
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Tetraedros de “n-parametros"
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Tetraedros de “n-parametros"

B |gualar lados (o variables) para encontrar soluciones racionales.
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Tetraedros de “n-parametros"

B |gualar lados (o variables) para encontrar soluciones racionales.

B Clasificar de acuerdo a el numero de lados de longitud distinta
gue puede tener el tetraedro.
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Tetraedros de “n-parametros"

B |gualar lados (o variables) para encontrar soluciones racionales.

B Clasificar de acuerdo a el numero de lados de longitud distinta
gue puede tener el tetraedro.

¢ l-parametro.a=b=c=d=¢e¢= {.
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Tetraedros de “n-parametros"

B |gualar lados (o variables) para encontrar soluciones racionales.

B Clasificar de acuerdo a el numero de lados de longitud distinta
gue puede tener el tetraedro.

¢ l-parametro.a=b=c=d=¢e¢= {.

¢ 2-parametros: A lo sumo dos longitudes distintas para los
lados:
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Tetraedros de “n-parametros"

B |gualar lados (o variables) para encontrar soluciones racionales.

B Clasificar de acuerdo a el numero de lados de longitud distinta
gue puede tener el tetraedro.

¢ l-parametro.a=b=c=d=¢e¢= {.

¢ 2-parametros: A lo sumo dos longitudes distintas para los

lados:
caso longitud 1 longitud 2
1l a=b=c=d=e¢ f
2 a=b=c=d = f
3 a=c=d=1F b=c¢e
4 a=b=c d=e=f
5 a=d=f b=c=c¢e
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Tetraedros racionales de 1-parametro

a=b=c=d=e=f

B No existen tetraedros racionales de 1-parametro:

y2 _ 261,6
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Tetraedros racionales de 1-parametro

a=b=c=d=e=f

B No existen tetraedros racionales de 1-parametro:

y2 _ 261,6

® /2 no esracional !
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
1 a=b=c=d=e f
2 a=b=c=d e=1f
3 a=c=d=f b=c¢e
4 a=b=c d=e=f
5 a=d=f b=c=c¢e¢
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
1 a=b=c=d=e f
2 a=b=c=d e=1f
3 a=c=d=f b=c¢e
4 a=b=c d=e=f
5 a=d=f b=c=c¢e¢

B caso I;

y2 _ a2b2(3a2 . b2)
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
1 a=b=c=d=e f
2 a=b=c=d e=1f
3 a=c=d=f b=c¢e
4 a=b=c d=e=f
5 a=d=f b=c=c¢e¢

B caso I;

y2 _ a2b2(3a2 . b2)

() +(2) =3

z? 4+ 2% = 3 no tiene soluciones racionales.
B No hay tatreadros racionales en el caso 1.
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
3 a=c=d=f b=ce

B solo hay tetraedros racionales en el caso 3:
y* = b*(4a” — 2b%)

define una curva proyectiva con pesos con coordenadas [a : b : y]
((a,b,vy) Yy (ka, kb, k*y) son el mismo punto en la curva).
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
3 a=c=d=f b=ce

B solo hay tetraedros racionales en el caso 3:
y* = b*(4a” — 2b%)

define una curva proyectiva con pesos con coordenadas [a : b : y]
((a,b,vy) Yy (ka, kb, k*y) son el mismo punto en la curva).

() 2 (2) -
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Tetraedros racionales de 2-parametros

caso longitud 1 longitud 2
3 a=c=d=f b=ce

B solo hay tetraedros racionales en el caso 3:

y® = b*(4a* — 2b%)

define una curva proyectiva con pesos con coordenadas [a : b : y]
((a,b,vy) Yy (ka, kb, k*y) son el mismo punto en la curva).

() 2 (2) -

r? + 2s5% = 4 tiene infinitos puntos racionales:

4 — 2t? At

£ — £ —
=9  W=53
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Tetraedros racionales de 2-parametros

y? = b*(4a? — 2b2)

Y 4 — 2t? b At
— = — =35
t2 4+ 2 a
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Tetraedros racionales de 2-parametros

y? = b*(4a? — 2b2)

Y 4 — 2t? b At
ab? r(t) 242 a s(t) t2 42

Define un punto [a(t) : b(t) : y(¢)] en la curva proyectiva para todo ¢:

4t - 32t7(2-t7)
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Tetraedros racionales de 2-parametros

y? = b*(4a? — 2b2)

Y 4 — 2t? b At
ab? r(t) 242 a s(t) t2 42

Define un punto [a(t) : b(t) : y(¢)] en la curva proyectiva para todo ¢:

4t - 32t7(2-t7)

a(t) : b(t) s y(t)] = [2+2: 4t : 32(2 — £2)]
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Tetraedros racionales de 2-parametros

y? = b*(4a? — 2b2)

Y 4 — 2t? b At
ab? r(t) 242 a s(t) t2 42

Define un punto [a(t) : b(t) : y(¢)] en la curva proyectiva para todo ¢:

4t - 32t7(2-t7)

a(t) : b(t) s y(t)] = [2+2: 4t : 32(2 — £2)]

B Es una parametrizacion proyectiva de (todos) los puntos
racionales de la curva.

B Hay infinitos puntos racionales en la curva.
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Tetraedros racionales de 3-parametros
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Tetraedros racionales de 3-parametros

B 2-parametros
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Tetraedros racionales de 3-parametros

B 2-parametros — curvas.
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Tetraedros racionales de 3-parametros

B 2-parametros — curvas.
B 3-parametros
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Tetraedros racionales de 3-parametros

B 2-parametros — curvas.
B 3-parametros — superficies.
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Tetraedros racionales de 3-parametros

B 2-parametros — curvas.

B 3-parametros — superficies.
B | os resultados de Catherine Chisholm:

caso descripcién puntos racionales en la superficie
1 a=b=c=d 0
2 a=c=d=f '
3 a=b=c d=c¢ 0
4 a=d=f,b=c 0
S a=d=f,b=ce¢ o0
6 a=d,b=ec=Ff 00
/T a=eb=f,c=d 0
8 a=bd=e=f 00
9 a=d,b=f,c=¢e€ o0
10 a=eb=cd=f 0

En superficies la existencia de infinitos puntos racionales no es
suficiente informacion.
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Tetraedros racionales de 3-parametros

caso

descripcion

puntos racionales en la superficie

© 00 N O O b WO DN P

[EEY
o

a=b=c=d

a=d=f,b=c¢
a=d,b=e,c=f
a=e b=f,c=d
a=bd=e=f

a=e b=c,d=f

0
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Tetraedros racionales de 3-parametros

caso descripcion puntos racionales en la superficie
1 a=b=c=d 0

=2 a=c=d=Ff o0
3 a=b=c d=c¢e 0
4 a=d=f,b=c 0
5 a=d=f,b=c¢ 00
6 a=d,b=ec=f 00
/{ a=e¢e¢b=f,c=d 0

=8 a=bd=e=Ff 00
9 a=d,b=f,c=e 00
10 a=eb=cd=Ff 0

B Casos 2y 8: Superficies Parametrizables sobre Q. (luego,

conocemos todos los puntos racionales).
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Tetraedros racionales de 3-parametros

caso descripcion puntos racionales en la superficie
1 a=b=c=d 0
2 a=c=d=Ff o0
3 a=b=c d=c¢e 0
4 a=d=f,b=c 0
a=eb=f,c=d 0
a=bd=e=f 00
a=d,b=f,c=e 00
10 a=eb=cd=Ff 0

B Casos 2y 8: Superficies Parametrizables sobre Q (luego,
conocemos todos los puntos racionales).

B Casos 5y 6. Conjunto de puntos racionales denso en la
topologia de Zariski.
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Tetraedros racionales de 3-parametros

caso descripcion puntos racionales en la superficie
1 a=b=c=d 0
2 a=c=d=Ff o0
3 a=b=c d=c¢e 0
4 a=d=f,b=c 0
a=eb=f,c=d 0
a=bd=e=f 00
a=d,b=f,c=e 00
10 a=eb=cd=Ff 0

B Casos 2y 8: Superficies Parametrizables sobre Q (luego,
conocemos todos los puntos racionales).

B Casos 5y 6. Conjunto de puntos racionales denso en la
topologia de Zariski.

B Caso 9: Ejercicio!
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Los casos 5 y 6 de 3-parametros

Lo que se va a hacer:
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Los casos 5 y 6 de 3-parametros

Lo que se va a hacer:

B Encontrar un conjunto infinito de curvas contenidas en las
superficies, cada una con Infinitos puntos racionales.
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Los casos 5 y 6 de 3-parametros

Lo que se va a hacer:

B Encontrar un conjunto infinito de curvas contenidas en las
superficies, cada una con Infinitos puntos racionales.

Teorema:

Si X es una superficie irredicuble y I' es un conjunto infinito de
curvas irreducibles contenido en X, entonces

Jr
es denso en X con la topologia de Zariski.

B | uego, el conjunto de puntos racionales de las superficies es
denso en la topologia de Zariski.
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Caso 5 de 3-pardametros

caso longitud1  longitud 2  longitud 3
5 a=d=f b=c¢e c

La Superficie:

Sy’ =—(a®+2b° —)(a® — b* —ac)(a® — b* + ac)
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Caso 5 de 3-pardametros

caso longitud1  longitud 2  longitud 3
5 a=d=f b=c¢e c

La Superficie:
Sy’ =—(a®+2b° —)(a® — b* —ac)(a® — b* + ac)

Parte afin a £ 0:

Tetraedros Racionales — p.18/30



Fibracion del Caso 5

Sa: Y =142 —2%)(z— (1 =X))(z+ (1-I)
Fibracion:

o S, — Al
(xv)‘ayl) — A
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Fibracion del Caso 5

Sa: Y =142 —2%)(z— (1 =X))(z+ (1-I)
Fibracion:

o S, — Al
(xv)‘ayl) — A

B | as fibras casi siempre son curvas elipticas sobre Q.
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Fibracion del Caso 5

Se: yi=0420 =29 (z— (1 =X))(z+ (1 —21%))
Fibracion:
o S, — Al
(ZC, )‘7 yl) — A
B | as fibras casi siempre son curvas elipticas sobre Q.

B | a fibra genérica es eliptica.
B | afibra Genérica: CURVA

Ex: yi=0+2X =2 (z— (1-X3))(z+ (1-X?))

sobre el campo Q(\) con coordenadas z, y;.
B | a secciones de ¢ son puntos de FE).
B | as imagenes de las secciones son curvas en S,,.
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Curvas en S

B | acurva C parametrizada por
la(t) 1 b(t) :c(t) 1 y(t)] = [t +2: 4t : 7 +2:32t3(2 — t?)]

esS una curva contenida en S.
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Curvas en S

B | acurva C parametrizada por
la(t) 1 b(t) :c(t) 1 y(t)] = [t +2: 4t : 7 +2:32t3(2 — t?)]

es una curva contenida en S.
B C contiene infinitos puntos racionales.
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Curvas en S

B | acurva C parametrizada por
la(t) 1 b(t) :c(t) 1 y(t)] = [t +2: 4t : 7 +2:32t3(2 — t?)]

es una curva contenida en S.
B C contiene infinitos puntos racionales.
B (' eslacurva de puntos de S que satisface a = c.
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Curvas en S

B | acurva C parametrizada por
la(t) 1 b(t) :c(t) 1 y(t)] = [t +2: 4t : 7 +2:32t3(2 — t?)]

es una curva contenida en S.
B C contiene infinitos puntos racionales.
B (' eslacurva de puntos de S que satisface a = c.
B (' corresponde al caso 3 de 2-pardametros.
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Curvas en S

B | acurva C parametrizada por
la(t) 1 b(t) :c(t) 1 y(t)] = [t +2: 4t : 7 +2:32t3(2 — t?)]

es una curva contenida en S.
B C contiene infinitos puntos racionales.
B (' eslacurva de puntos de S que satisface a = c.
B (' corresponde al caso 3 de 2-pardametros.
B | aparte afin de C:

32t2(2 — 2 4t
— ( ) ’ )\(t) — :
t2 4+ 2 t2 42

en S,: y?= (142X —a2)(z— (1 —X\))(z+ (1 —A\2)).

r(t) =1, ()
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C'y la fibra genérica

C: [z(®): MO : )] = |1: t24j - 32tt2(2+—2t )

Ey: yr=004+22% -2 (x— 1 =) (z+(1=X%)
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C'y la fibra genérica

C: [z(@t): A1) (b)) = 1:t2ﬁ2332tt2(2+_2”

Ey: yr=004+22% -2 (x— 1 =) (z+(1=X%)

B ('no es un punto en la fibra genérica £ sobre Q(\)...

Tetraedros Racionales — p.21/30



C'y la fibra genérica

C: [z(@t): A1) (b)) = 1:t2ﬁ2332tt2(2+_2”

Ey: yr=004+22% -2 (x— 1 =) (z+(1=X%)

B ('no es un punto en la fibra genérica £ sobre Q(\)...

B pero silo es sobre el campo de extension Q(¢) 2 Q(\).
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C'y la fibra genérica

C: [z(@t): A1) (b)) = 1:t2ﬁ2332tt2(2+_2”

Ey: yr=004+22% -2 (x— 1 =) (z+(1=X%)

B (' no es un punto en la fibra geneérica £, sobre Q(\)...
B pero silo es sobre el campo de extension Q(t) 2 Q(A\).
B Sobre Q(¢), la ecuacion de FE, es:

Ex/Q() : yi = (1+2X(t) —27)(z — (1 = X*(1)) (= + (1 = A*(2))).

B (' corresponde al punto P = (x,y1) = (x(t), y1(1)).

Tetraedros Racionales — p.21/30



C'y la fibra genérica

C: [z(@t): A1) (b)) = 1:t2ﬁ2332tt2(2+_2”

Ey: yr=004+22% -2 (x— 1 =) (z+(1=X%)

B (' no es un punto en la fibra geneérica £, sobre Q(\)...
B pero silo es sobre el campo de extension Q(t) 2 Q(A\).
B Sobre Q(¢), la ecuacion de FE, es:

Ex/Q() : yi = (1+2X(t) —27)(z — (1 = X*(1)) (= + (1 = A*(2))).

B (' corresponde al punto P = (x,y1) = (x(t), y1(1)).

B Reciprocamente, si P = (z,y1) = (¢(t),%(t)) €S un punto en

E\/Q(t), entonces |¢(t), z : ¥(t)]| es la parametrizacion de una

curva en S, con Infinitos puntos racionales.
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Multiplos de C

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B (' corresponde al punto Po = (z,y1) = (x(t),y1(t)) € Ex(Q(t)).
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Multiplos de C

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B (' corresponde al punto Po = (z,y1) = (x(t),y1(t)) € Ex(Q(t)).
B Podemos calcular multiplos de Fe.
B Cada multiplo de P- da una curva en S, (luego en S).
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Multiplos de C

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B (' corresponde al punto Po = (z,y1) = (x(t),y1(t)) € Ex(Q(t)).
B Podemos calcular multiplos de Fe.

B Cada multiplo de P- da una curva en S, (luego en S).
B Ejemplo: 2. P- corresponde a la curva:
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Multiplos de C

270 42
C ) A(®) ()] = [1: tQ%ﬁ.Q : 32tﬂ§?+-2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B (' corresponde al punto Po = (z,y1) = (x(t),y1(t)) € Ex(Q(t)).
B Podemos calcular multiplos de Fe.

B Cada multiplo de P- da una curva en S, (luego en S).
B Ejemplo: 2. P- corresponde a la curva:

a(t) = t*+2
b(t) = 4t
(t2 — 4t + 2) (% + 4t + 2)(t® + 20t — 56t* + 80t2 + 16)
(t2 4+ 2)(t8 — 12t6 + 72t% — 48t2 + 16)
tA(t2 — At 4+ 2)(t2 — 2t +2)(t2 — 6)(t2 — 2)(t2 — 2) (1> + 2t + 2)(t> + 4t + 2)
(t8 — 12t6 + 72t* — 48¢2 + 16)2

y(t) = —2°3
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El conjunto de puntos racionales del caso 5 es denso.

B . es de orden infinito en £, /Q(t).
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El conjunto de puntos racionales del caso 5 es denso.

B - es de orden infinito en E,/Q(?).
B | uego,
{n-Cln € N}

es un conjunto infinito de curvas en S, cada una con infinitos
puntos racionales.

Asi, el conjunto de puntos racionales es denso en la superficie
del caso 5.
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El conjunto de puntos racionales del caso 5 es denso.

B - es de orden infinito en E,/Q(?).
B | uego,
{n-Cln € N}

es un conjunto infinito de curvas en S, cada una con infinitos
puntos racionales.

Asi, el conjunto de puntos racionales es denso en la superficie
del caso 5.

B Caso 6: Se puede hacer lo mismo.
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El conjunto de puntos racionales del caso 5 es denso.

B - es de orden infinito en E,/Q(?).
B | uego,
{n-Cln € N}

es un conjunto infinito de curvas en S, cada una con infinitos
puntos racionales.

Asi, el conjunto de puntos racionales es denso en la superficie
del caso 5.
B Caso 6: Se puede hacer lo mismo.
¢ Fibracién de la superficie.
¢ La fibra genérica es una curva eliptica.

¢ Existe una curva en la superficie con infinitos puntos
racionales que corresponde an un punto en la fibra genérica
sobre un campo de extension.

¢ El punto en la fibra genérica tiene orden infinito.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=Q,
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=Q,
¢ a.bceN,
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=Q,
¢ a.bceN,
¢ P c E(Q) es de orden finito.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=0Q,
¢ a.bceN,
¢ P c E(Q) es de orden finito.
Entonces z(P),y(P) € N.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=0Q,
¢ a.bceN,
¢ P c E(Q) es de orden finito.
Entonces z(P),y(P) € N.

B E| teorema de Nagel-Lutz también es cierto para Q(?) :
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Elk: y*=a2"4+az*+bx+c

B Teorema de Nagel-Lutz:
¢ Sik=0Q,
¢ a.bceN,
¢ P c E(Q) es de orden finito.
Entonces z(P),y(P) € N.

B E| teorema de Nagel-Lutz también es cierto para Q(?) :
¢ Sik=Q»1),
¢ a,bceQlt,
¢ P c E(Q(t)) es de orden finito.
Entonces z(P), y(P) € Qlt].
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Ey: yi=0+22—aH)(x— (1 =2))(z+ (1 -)%)
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Ey: o oyi=(1+23 —2%)(z — (1-1))(z+ (1 - 27)
B Punto O = (z,y;) = (A — 1,0) definido sobre Q(\).
B [/, es una curva eliptica sobre Q(\).
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Ey: yi= 1422 —2H)(x - (1-=X)(z+(1-2%)
B Punto O = (z,y;) = (A — 1,0) definido sobre Q(\).
B [, es una curva eliptica sobre Q(\).
B Forma de Weierstrass de E, enviando a O al infinito:

Ey: vV =u+ANu+ B())

donde AN = —(16 — 32X +24)° + ) /3
B(A) = 2(2+ A (=32 + 112\* — 72)\° 4+ %) /27.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

Ey: yi= 1422 —2H)(x - (1-=X)(z+(1-2%)
B Punto O = (z,y;) = (A — 1,0) definido sobre Q(\).
B [, es una curva eliptica sobre Q(\).
B Forma de Weierstrass de E\, enviando a O al infinito:

Ey: vV =u+ANu+ B())

donde AN = —(16 — 32X +24)° + ) /3
B(A) = 2(2+ A (=32 + 112\* — 72)\° 4+ %) /27.

B | a ecuacion de Weierstrass de E, define una superficie
birracionalmente equivalente a S,, donde las fibras de S, — A
estan ahora en forma de Weierstrass.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

209 _ 42
C [z(t) : A(t) : y1(8)] = [1 : t;:t_ 5 32tt2(2+ Qt )

Ex/Q@#) :  yi=(14+2X3°01) —2¥)(z - (1= N@)(z + (1 - A(®))).
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B Forma de Weierstrass de F:
Ey: v =u+ANu+ B())

con A(N), B(A) € Q[\.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B Forma de Weierstrass de F:
Ey: v =u+ANu+ B())
con A(N\), B(A\) € Q).

B Forma de Weierstrass de E,/Q(t): Cambiar A\ por tfj_z.
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B Forma de Weierstrass de F:
Ey: v =u+ANu+ B())
con A(N\), B(A\) € Q).

B Forma de Weierstrass de E,/Q(t): Cambiar A\ por tfj_z.

B Forma de Weierstrass de F, /Q(t) con coeficientes en Q[t]:
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

270 42
C ) A(®) ()] = [1: t24+t—2 : 32tt2(2—|— 2t )]
E\/Q(t) - yi = (14+223%(1) —z%)(z — (1 = X2(1)) (z + (1 — A*(1))).

B Forma de Weierstrass de F:
Ey: v =u+ANu+ B())
con A(N\), B(A\) € Q).

B Forma de Weierstrass de E,/Q(t): Cambiar A\ por tfj_z.

B Forma de Weierstrass de F, /Q(t) con coeficientes en Q[t]:

Multiplicar la ecuacion por una potencia apropiada de los
denominadores de los coeficientes y hacer un cambio de
variables (u’,v").
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

B E| resultado:

E\/Q(t): v*=u"+ A(t)u + B'(t)

donde
A'(t) = 1% 416t — 400t'2 + 2496t'0 + 175045 4 9984t°% — 6400t* + 1024t% + 256
B'(t) = (t%+8t° 4+ 152t* 4+ 32t% 4+ 16)(+'° + 16t'* — 78412 4 249610 + 14432t% +

9984t% — 12544t* 4 1024t2 + 256)
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P es de orden infinito en F) /Q(t).

B E| resultado:

E\/Q(t): v*=u"+ A(t)u + B'(t)

donde
A'(t) = 1% 416t — 400t'2 + 2496t'0 + 175045 4 9984t°% — 6400t* + 1024t% + 256
B'(t) = (t%+8t° 4+ 152t* 4+ 32t% 4+ 16)(+'° + 16t'* — 78412 4 249610 + 14432t% +

9984t% — 12544t* 4 1024t2 + 256)

B | a coordenadas (', v") de P son:

4(t'2 + 4410 — 26018 — 5445 — 1040t* + 64¢% + 64)
3(12 — 2)2
(2 4+ 2)(t* — 4t + 2)(t* — 2t + 2)(t* + 2t + 2)(t* + 4t + 2)¢*
(1% —2)3

u = —

' = —1024

B Asi, P~ es de orden infinito.
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Soluciones racionales gue corresponden a tetraedros.

(12V)2 _ (a2—|—d2)(—a2d2—|—b262—|—02f2)—|—(b2—|—62)(a2d2 —b262—|-62f2)—|-
(02 —|—f2)(a2d2 +p2e2 — sz2) — a2b2e2 — a262f2 . b2d2f2 24262
B No toda solucion real corresponde a un tetraedro.

B Para que una solucion real corresponda a un tetrahedro por lo
menos se debe tener a,b,c,d,e, f,V > 0, pero esto no es
suficiente.
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Soluciones racionales gue corresponden a tetraedros.

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—62f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.

B No toda solucion real corresponde a un tetraedro.

B Para que una solucion real corresponda a un tetrahedro por lo
menos se debe tener a,b,c,d,e, f,V > 0, pero esto no es
suficiente.

B Condicidon necesaria: Las caras del tetraedro deben existir (se
deben cumplir las desigualdades triangulares).
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Soluciones racionales gue corresponden a tetraedros.

(12V)2 _ (a2+d2)(—a2d2+b262—|—62f2)—|—(b2—|—62)(a2d2—b262—|-62f2)—|-
(62 +f2)(a2d2 —|—b262 —62f2) —a2b202 —a262f2 _b2d2f2 —C2d262.

B No toda solucion real corresponde a un tetraedro.

B Para que una solucion real corresponda a un tetrahedro por lo
menos se debe tener a,b,c,d,e, f,V > 0, pero esto no es
suficiente.

B Condicidon necesaria: Las caras del tetraedro deben existir (se
deben cumplir las desigualdades triangulares).

B | os puntos racionales encontrados:
¢ ( tiene infinitos tetraedros racionales.
¢ CREO que 2 - C tiene infinitos tetraedros racionales.
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Preguntas:
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?

B ; Cuando tiene n - C' puntos que corresponden a tetraedros?
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?

B ; Cuando tiene n - C' puntos que corresponden a tetraedros?

Con referencia a las fibraciones:
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?

B ; Cuando tiene n - C' puntos que corresponden a tetraedros?

Con referencia a las fibraciones:
B ; Cual es el rango de las fibras genéricas?
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?

B ; Cuando tiene n - C' puntos que corresponden a tetraedros?

Con referencia a las fibraciones:
B ;Cual es el rango de las fibras geneéricas?
B ; Cudl es el rango de las fibras?
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Preguntas:

B ; Las superficies de los casos 5 y 6 son parametrizables?

B /Los puntos racionales que econtré son todos los puntos
racionales?

B ; Cuando tiene n - C' puntos que corresponden a tetraedros?

Con referencia a las fibraciones:
B ;Cual es el rango de las fibras geneéricas?
B ; Cudl es el rango de las fibras?

B Cada tetraedro racional que satisface las igualdades del caso 5
(0 6) da un punto racional en la superficie en cierta fibra.
¢ : Cuando tiene este punto orden infinito en su fibra?

¢ ;Cuando genera infinitos tatraedros racionales?
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PREGUNTAS
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